Exercices Série TD : algébre de Boole

T™D1:

La connexion & un site Internet nécessite la saisie d’un mot de passe comportant de
8 3 12 caractéres. Ces caractéres peuvent étre des lettres majuscules de 1'alphabet
frangais, ou des chiffres, ou des caractéres spéciaux (tels que &, *, /. § etc).

Un mot de passe est valide si I'une au moins des trois conditions suivantes est

réalisée :

» 1l comporte au moins trois chiffres et trois caractéres spéciaux.

+ 1l comporte au moins cing lettres.

- Il comporte moins de trois chiffres mais au moins cinq lettres et trois caracieres
speéclaux.

Partie A - Reconnaitre si un mot de passe est valide
a) Parmi les mots de passe suivants, quels sont ceux qui sont valides ?
H32EXZ&KS5= LUC230598** 123(M*K<4

b) Alice veut créer un mot de passe avec quatre lettres, quatre chiffres et quatre
caractéres spéciaux. Ce mot de passe sera-t-il accepté ? Et un mot de passe de huit
lettres ?

b)
Tableau 4.21

be be be ke

Le tableau 4.21 montre que 1’on peut écrire 4= b+ abc, ou plus simplement, pour

minimiser le nombre de symboles, 4=b+ac.

c) A=ac +b+abe
—c(a+ab)+b (1)
=c(a+b)+b {2)
=agc+bc+h (3)
=ac+b(l+c)
=ac+b (4)

(1) en factorisant par c ; (2) en utilisant un tableau de Karnaugh & deux variables
(voir tableau 4.22) ; (3) par distributivité de la multiplication ; (4) car 1+c=1.



Tableau 4.22 - Tableau montrant que a+ ab=a+b.

b b

o

a

d) Un mot de passe est valide lorsqu’il a au moins cing lettres ou qu'il a an moins
trois chiffres et au moins trois caractéres speciaux.

Partie C - Les mots de passe non valides

a) Pour trouver 1’expression de A griice au tableau, il faut considérer les cases

restées blanches : la troisiéme colonne correspond & bc et les deux dernieres cases

de 1a deuxiéme ligne correspondent a ab donc A=ab+bc.

Exercices :

NI Ecrire sans implication la proposition « x>1 =y =3 ».

On considére la propositionP: « Vne N, dpe N,n=2"».

Enoncer la négation de P puis donner, en justifiant, la valeur de vérité de P.

L’affirmation « la présente affirmation est fausse » est-elle une proposition ?

On note P et Q les affirmations suivantes :
P = « Paul aime le foot »
Q = « Paul aime les maths »

Représenter les affirmations suivantes sous forme symbolique en utilisant P, Q et des
connecteurs logiques.

A = « Paul aime le foot mais pas les maths »

B = « Paul n"aime ni le foot, ni les maths »

C = « Paul aime le foot ou il aime les maths et pas le foot »

D = « Paul aime les maths et le foot ou il aime les maths mais pas le foot »

BB Quelles sont les valeurs de vérité des propositions suivantes :
A=w«m=5et2+3=5»

B=«mx=50u2+3=5»

C=«rn=314=25+6=11»

D=«¢n=5=2+3=5n»

E=«4=5= A est vraie » (A est la proposition citée plus haut)
F=¢5+5=10=x=11»

Quelles sont les valeurs de vérité des propositions suivantes :

A=¢ll>0Det3<2n» D=«i<2=5=5»
B=«ll>0ou3<2» E=«4z21=4=1»

C=«3=6oub=20» F=«d<5<10=1+9»



Montrer, a I’aide d’une table de vérité, que les propositions suivantes sont des
tautologies, c’est-a-dire qu’elles sont vraies quelles que soient les valeurs de verité
des propositions P et Q.

a)non(P et Q) & (nonP ou nonQ) b) (P = Q) < (non P ou Q)

B Montrer, 4 ’aide d’une table de vérité, que les propositions suivantes sont des
tautologies, ¢’est-a-dire qu’elles sont yraies qu’elles que soient les valeurs de veérité
des propositions qui les composent.

a) non(P ou Q) < (nonP et non Qj
b) (P et (Q ou R)) < ((P et Q) ou (PetR))
B'v'rai ou faux ? (Justifier)
a)Ixe R, x*=x c)Ixe R, (x+172=x+2x+1
b)Vxe R x3=(13x d)Vxe R x*+1<101

KID) inoncer deux propositions de valeur de verités différentes dans lesquelles
apparait le prédicat « x =2x + 1».

mDans chacun des cas suivants, énoncer deux propositions dans lesquelles
apparait le prédicat donné : I'une vraie, 'autre fausse.

a) x* = x b)y=2x
1is*"rai ou faux 7 (Justifier)
a)Vxe R,Iye Ry=x-1 b)Ixe R, Vye Ry=x—1

Vrai ou faux ? (Justifier)
a)Vxe R, Vne Nox+ne=(n+1x
bydxe R,dne M,x+nx=(n+1x
c)dne N, dpe N, p — n est divisible par 2
d)Vne M,Vpe N, p — n est divisible par 2

Pour chaque proposition, donner sa valeur de vérité, énoncer sa négation puis
donner la valeur de vérité de celle-ci.

a)dxe R,3x=2
b)Vxe Rx=x+1
c)Vxe R Vye R xsy
Pour chaque proposition, donner sa valeur de vérité, enoncer sa négation pﬁis
donner la valeur de vérité de celle-ci.
a)dxe R, Vye R x*=y
b)vVxe R, dye R, x* =y



BIE Pour les valeurs de a, b et ¢ données, calculer les expressions 4, Bet C:
A=a+b+c, B=ab+c, C'={a+b)E

a)a=0,b=1c=1
ST
eyg=Lk=1,c=0

Démontrer & I’aide d’une table de vérité les formules suivantes
a) atab=a b) a(a+b)=a

m Démontrer 4 ’aide d’une table de vérité les formules suivantes :
a) atab=a+bh b) (a+b)(a+5)=a

BE) Démontrer a I’aide d’une table de vérité les formules suivantes :

a]a+b+5'3=l b) [a~+-b)a-5={}

Démontrer 4 I’aide d’une table de vérité les formules suivantes :
a(b+c)=ab+ac (distributivité de la multiplication)
a+bc=(a+b)(a+c) (distributivité de [’addition)

Démontrer par calculs les formules suivantes :
a) atab=a b) a(a+b)=a

Démontrer par calculs les formules suivantes :
a) atab=a+h b) (a+b](a+§_:r)=a

Démontrer par calculs les formules suivantes :
a) a+b+a b=1 _ b) (a+b)a-b=0

Démontrer 4 1’aide d’un tableau de Kamaugh les formules suivantes :
a) atab=a+h _ b) a+b+a-b=1

Démontrer 4 ’aide d’un tableau de Karmaugh les formules suivantes :
a) a+ab=a+bh : b) a+b+a-b=1

a) Représenter par un tableau de Karnaugh les expressions :
A=ab+c et B=a+be
b) Utiliser le tableau pour déterminer les expressions de A et B.

a) Représenter par un tableau de Kamaugh les expressions :

A=ac+bc+abe et B=ab+bctac

b) Utiliser le tableau pour déterminer les exprﬂssicms de Aet B.



FXj Soit A=ab+c e B=a+bc. Montrer par calculs que A=ac+bc et que

B =ac+ab. .
Par calculs, démontrer la formule (a+b){a+ c)=a+be.
FE) On considére la loi * définie par la table de vérité du tableau :

Tableau 4.23

Sy Y
O = =] O

0
1
0
1

a) En logique, quel est Iéquivalent de cetie loi ?
b) A I’aide d’une table de vérité, montrer que a*b=a-b+a-b
¢) Démontrer par calculs que a*b=(a+ b}- (E + E]

Soit A=a-b+ab+b. Montrer qua A=1 de deux fagons : table de verité et
calculs.

Suit A=ab+abc+ab. Montrer qua 4=a de deux fagons : tableau de
Karnaugh et calculs.

Soit A=a-b-c+abc +a b+ab-c. Simplifier 4 avec un diagramme de
Karnaugh, puis vérifier par des calculs.

Clndéﬁnit une loi * par a*b=a-b+a-b
a) Montrer que a *a =10 c) Calculer a*1
b) Calculer a*a d) Montrer que 0 est élément neutre pour la loi *

_m On désigne par L 1a loi définie par a lb=a+bhou aget bsont des variables
booléennes.

- a) Que valent alOetall?
b) Soit A= [a l b) + (a A a]. Simplifier A par le calcul.
¢) Soit a. b et ¢ trois variables booléennes. A-t-on (a d b] le=al (b ! c) 1



%EH Dans un grand magasin, le service clientéle a organisé une classification des
clients en trois catégories :
. Si le client achéte un article, il est classé en catégorie A eta = 1, sinon a = ﬂ:
. Si le client échange ou rend un article, il est classé en catégorie E et e = 1 sinon

e=10

* Sile client demande des renseignements, il est classé en catégorie R et r = 1 sinon
r=0. %

Soit F=a-e-r+a-e-r

a) Faire le diagramme de Karnaugh de F.

b) En déduire une forme simplifide de F.

¢) Retrouver la forme simplifiée de F par calcul.

d) Quel type de client est un client de type F 7 Est-ce un client peu intéressant,
assez intéressant ou trés int€ressant pour le magasin ? Donner I'écriture la plus
simple de F.

I3 Une société désire recruter en interne des collaborateurs pour sa filiale en
Asie. Pour chaque employé, on définit les variables booléennes suivantes :

a = 1 5"l a plus de cing ans d’ancienneté dans |’ entreprise.
b = 15’1l posséde un BTS SI10.
¢ = 1 s"il parle couramment 1’ anglais.

La direction des ressources humaines décide que pourront postuler les employés :

+ qui satisfont aux trois conditions ;

* ou qui ont moins de cing ans d’expérience mais qui maitrisent I'anglais ;

* Ou qui ne maitrisent pas I’anglais mais ont un BTS SI10.

a) Ecrire une ex pression booléenne E traduisant les critéres de sélection de la direction,
b) Représenter I'expression E par un tableau de Karnaugh.

¢) A I'aide du tableau, donner une expression simplifiée de E.

d) Retrouver le résultat par calcul.

e) Déduire des questions 3 ou 4 une version simplifiée des criteres de la direction.
On considére I"expression E=ac+bc+ab+abc.

a) Simplifier I’ écriture de E al'aide d’un diagramme de Karnaugh et en déduire que

E =b+c. Retrouver par calcul la forme simplifide de F.

b) Dans un organisme qui aide des personnes au chémage a retrouver un emploi, on
considére pour ces personnes les trois variables booléennes a, b et ¢ définies ainsi :
* a =1 si la personne a 45 ans ou plus, sinon a = (.

* b =1 sila personne est au chdmage-depuis un an ou plus, sinon b =0.

* ¢ =1 sila personne a déja suivi une qualification 1"année précédente, sinon ¢ = 0.

Une formation sera mise en place pour les personnes vérifiant au moins un des
critéres suivants :

* Avoir 45 ans ou plus et étre au chomage depuis moins d'un an.
* Avoir moins de 45 ans et ne pas avoir suivi de formation I’ année précédente.



Une entreprise décide de choisir de nouveaux chefs de service parmi ses
employés en se servant des variables booléennes suivantes :
+ a =1 siet seulement si I’employé a plus de 10 ans d’ancienneté dans ’entreprise.
. b = 1 si et seulement si I’employé arrive souvent en retard.
« ¢ =1 si et seulement si I’employé a des relations difficiles avec ses collegues.

L’entreprise fait une premiére sélection parmi ses employés en considérant les
critéres suivants : « 'employé est ponctuel et s’entend bien avec ses colleégues » ou
« I’employé est dans |’entreprise depuis au moins 10 ans ».

a) Donner 1'expression booléenne E correspondant & un employé qui respecte les
conditions pour devenir chef de service.

b) Donner |'expression de F a I'aide du tableau de Karnaugh. Retrouver le résultat
par calculs.

Le gérant d’un magasin de vente de matériel d’occasion décide de réaliser
une enquéte sur les critéres de choix des clients concernant I’achat d’ordinateurs.
Il examine trois critéres, associés  trois variables booléennes a, betc.

« La variable @ concerne 1’ancienneté. a = 0 si I’ordinateur a moins d'un an, a = |
s’il a plus d’un an.

« La variable b concerne 1'état. b = 0 si I'ordinateur est un peu abimé, b = 1s’il est
en bon état.

« La variable ¢ concerne la fiabilité. ¢ = 0 si la marque est réputée peu fiable, ¢ = 1
sinon.

Apres dépouillement, il apparait que les clients achétent un ordinateur si :

« il a moins d’un an et que sa marque est réputée fiable ;

» ou s’il a plus d’un an mais qu’il est en bon état ;

« ou si sa marque est réputée peu fiable mais qu’il 2 moins d’un an.

a) Traduire par une variable booléenne E I’ensemble des criteres d’achat.

& l!'r-
b) F'al_rﬂ la table de Karnaugh de E et donner une expression simplifice de E.
Traduire par une phrase cette expression simplifiée.

c¢) Montrer par calculs, que E =a+b. En déduire une expression de E et traduire
cette expression par une phrase.



Exercices sup :

Exercice 7

Deémontrer les relations suivantes :

1. AB+ ACD+BD=AB+BD

]

. (A +BY(A+CYB+C)=(A +B)(A+C)
3. AB+BC=(A+B)B+C)

4. AB+AB=AB+ AB

Ln

. (A+BY(A+C)=(A4+B)A4+C)

Proposition de solution :

Solution 1 : Deux fonctions logiques sont 1dentiques si et seulement si leurs tables de vénté ou leurs
formes canoniques sont 1dentiques. Une solution consiste donc a etablir la table de vente ou l'une des
representations canoniques de la fonction définie par chaque expression, et de les comparer.

Solution 2 : Les identités peuvent également étre démontrées par des manipulations algebriques. A titre
d'exemple :

l. AB+ ACD +BD=AB + ACD(B+B)+BD=AB + ABCD + ABCD+BD

1

= AB(1+CD)+ BD(1+ AC)= AB + BD
=1 =1

2 (A+BYA+ OB+ C)=(A+ B A+ C)B+C+Ad)= (A + B)(A+ ) B+ C+A)B+C+4)

=0
=(A+B+0.0)(A+C+0.8) = (A+ B)(4+ ()
={) =1

3. AB+BC= AB(1+C)+BC(1+ A) = AB+ BC + ABC+ ABC = AB + BC + AC
=1 =1

= AB+BB+BC+ AC=(A+B)B+(A4+B)C=(4+B)B+ ()
=0



4 AB+ AB=AB.AB=(A+B)A+B)= A4+ AB+BA+BB= 4B+ AB

=0

a{a'

5. (A+BYA+C)=A+B+A+C=(A.B)+(A.C)=(A+ A)(A+C)B + A(B+0T)
=]
=(A+C)A+B)A4+B+C)=(A+C)A+BYA+B+CYA+B+C)
=0
CYA+B+0.C)=(4+B)A4+C)
=0

:kl

(

0.B +
‘—\l—'
=0

 Exercice 8
Simplifier algébriquement les fonctions suivantes :
. F=(X+Y)(X +Y)
3 B=X¥ +X¥V +X¥
3. By=X¥+ Z+7( X +T)
4 B=X(YZ+YZ)+XYZ + XY Z
5 Fs=(X+Y)(XY +2)Z
6. Fe=XY +ZT +XY +ZT

7. F;:{X+}’+Z]{f+1"+2]+)ﬂ’+}’2

Exercice 9

Simplifier, par la méthode des diagrammes de Karnaugh, les fonctions booléennes suivantes :
l. F(4,B,C)=ABC+ ABC+ ABC

2. F(4,B,C)=ABC +ABC+ ABC

3. F(4,B,C)=ABC+ABC+ABC+ABC+ ABC

4. F(A,B,C)=ABC+ABC+ABC + ABC+ABC + ABC

5. F(4,B,C)=ABC+ABC+ ABC+ ABC

6. F(4,B,C)= ABC+ABC + ABC, sachant que la valeur de F pour les états ABC et ABC est
indifférente.

7. F(4,B,0)=(4+B+C)(A+B+C)YA+B+C)(A+B+C)A+B+C)

Utiliser les zéros du tableau de Kamaugh et donner le résultat sous forme conjonctive.



Proposition de solutions :

Exercice 8

l. =¥

4 F4=XDPYEZ

5. k=(X+Y)Z

6. Fg=Y +T
7. Fi=Y+Z
Exercice 9

1. F(4,B,C)=A4BC+BC

2. F(4,B,C)=A4 B+BC

3. F(4,B,C)=AB+ AB+BCoubien AB+ AB+AC

4. F(4,B,C)=B+C

5. Pas de simplification possible, 1l s'agit de la fonction ET inclusif (XNOR), F{(4,B.C) = ABRBC

6. Rappel : en présence d'états indifférents, traiter d'abord la simplification sans en tenir compte, puis

les prendre en compte pour agrandir et éventuellement fusionner les regroupements déja existants
(ne pas créer de nouveaux groupes).

F(4,B,C)=AC+AC=A®C

7. F(4,B,C)=(B+CHB+C)YA+B)ou(B+C)YB+C) A+C)



